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第八章 重积分

8.3 三重积分的计算法

直角坐标系下，计算三重积分的方法也是
将它化为累次积分,即化为先定积分后二重积分
或先二重积分后定积分的形式,从而化为三次积
分,这两种方法称为”投影”法和”切片”法。

三重积分的物理意义：空间立体的质量可以
通过密度函数的三重积分来表示，即
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其中dv叫做体积元素。

在直角坐标系中，如果用平行于坐标面的平

面来划分Ω，那末除了包含Ω的边界点的一些不

规则小闭区域外，得到的小闭区域∆vi为长方体。

设长方体小闭区域∆vi的边长为∆xj, ∆yk, ∆zl，

则∆vi= ∆xj∆ yk∆ zl。

在直角坐标系下的体积元素：dv=dxdydz

( , , ) ( , , )f x y z dv f x y z dxdydz
Ω Ω
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8.3.1     三重积分的定义

定义8.3.1
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8.3.2     直角坐标系下的三重积分的计算法

基本方法：化三重积分为三次单积分

dv=dxdydz

1、 Ω为母线平行于z 轴的
柱体时

假设平行于z轴且穿过
闭区域Ω内部的直线与闭
区域Ω的边界曲面S相交
不多于两点。
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一、投影法
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先将x，y看作定值，将
f (x,y,z)只看作z的函数，在
区间[z1(x,y), z2(x,y)]上对z积
分。
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dzzyxfyxF

然后计算F(x,y)在闭区域D的二重积分

。∫∫ ∫∫∫ =
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yxz
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积分的结果是x,y的函数，
记为F(x,y)，即

物理意义：细直棒的质量
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若Ω在xoy平面上的投影区
域记为Dxy，则有
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Ω
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投影区域Dxy用不等式表示:

ϕ1(x)≤ y ≤ ϕ2(x)，a ≤ x ≤ b
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=∫∫∫ ∫∫ ∫

则将二重积分化为二次积分，
得到三重积分的计算公式：
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把三重积分化为先对z、次对y、最后对x的三次积分

上式的数学方法概括为：

“先单后重法”，或 “投影法”
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解
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z C (0,0,1)
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A (1,0,0)

)0,
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1,0(B

x+2y=1

,1
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xdxdydz

x y z

Ω

Ω
+ + =

∫∫∫计算三重积分

其中 为

例

三个坐标面及平面

所围成的闭区域

Dxy

xdxdydz
Ω
∫∫∫
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2、 Ω为母线平行y轴或 x 轴的柱体时
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（3）圆锥面

222 zyx =+
（2）球面

2 2 2 2x y z a+ + =

常见曲面：

2 2z x y= ± +

（1）椭球面
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(6)  抛物柱面

)0(
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(5)  椭圆柱面
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(4)  圆柱面

222 Ryx =+



11
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（7）椭圆抛物面

)( 同号与 qp
z

q
y

p
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=+−
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（8）马鞍面

)( 同号与 qp

z x y=
2 2x y z+ =
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2 2 2(1) : , 0, ;x z R y y HΩ + = = =

( , , )

,

2 f x y z dv
Ω

Ω

∫∫∫将下列三重积分 化为三次积分

形式 其中

例

为

(1) zoxΩ及在 面上的解 投影如下图
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∫∫∫
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2 2(2) : 1 , 0x y z xΩ = − + =
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yozΩ及在 面上的投影如下图
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3 计算下列例 三重积分

2 2 2(2) ,

( 0)

x yzdv z x y

z H H
Ω

Ω = +

= >

∫∫∫ 其中 是由曲面

与 所围成的区域。

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ln( 1)(1) , :
1

1

z x y z dv
x y z

x y z
Ω

Ω+ + +
+ + +

+ + ≤

∫∫∫ 其中

。

2 ,x yz y z x关于 是奇函数,关于 是偶函数

,z x y被积函数关于 是奇函数，关于 是偶函数
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xoyΩ区域 关于 面对称
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1: 222 ≤++ zyxΩ

z 被积函数是关于 是奇函数

∫∫=
xyD

dxdy0
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H
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z

o解

( , , )f x y z y关于 是奇函数

∫∫∫
Ω

yzdvx2)2(

2x yzdv
Ω
∫∫∫

2

2
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zx

z x

z x
D

x zdxdz y dy
−

− −
= ∫∫ ∫

2 0
zxD

x z dxdz= ⋅∫∫ 。0=

• •)0(: 22 >≤≤+ HHzyxΩ

zoxΩ区域 是关于 面是对称的
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( , , )f x y z dv
Ω
∫∫∫( , , )f x y zΩ

xOy关于

平面对称

yOz关于

平面对称

xOz关于

平面对称

z关于 是奇函数

z关于 是偶函数

x关于 是偶函数

x关于 是奇函数

y关于 是偶函数

y关于 是奇函数

1

2 ( , , )f x y z dv
Ω
∫∫∫

1

2 ( , , )f x y z dv
Ω
∫∫∫

1

2 ( , , )f x y z dv
Ω
∫∫∫

0

0

0
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二、奇偶函数在对称区域上的积分性质

1 ,zoxΩ、若空间区域 是关于 面是对称的 则

( )
1

( , , )+ (( , , ) , , )=f x y f x y z f x yz dv dvz
Ω Ω

−∫∫∫ ∫∫∫

1Ω Ω其中 是 的右半部分

1

0

2 ( , , )

f y

f x y z dv f y
Ω


= 

∫∫∫

关于 是奇函数

关于 是偶函数

( , , ) ( , , )f x y z f x y zf y = − −关于 是奇函数：
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2 ,yozΩ、若空间区域 是关于 面是对称的 则

( )
1

( , , )+ (( , , ) , , )=f x y f x y z f x yz dv dvz
Ω Ω

−∫∫∫ ∫∫∫

1Ω Ω其中 是 的前半部分

1

0

2 ( , , )

f x

f x y z dv f x
Ω


= 

∫∫∫

关于 是奇函数

关于 是偶函数

( , , ) ( , , ): f x y z ff x x y z= − −关于 是奇函数
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3 ,xoyΩ、若空间区域 是关于 面是对称的 则

( )
1

( , , )+ (( , , ) , , )=f x y z dv f x y z f x dy z v
Ω Ω

−∫∫∫ ∫∫∫

1Ω Ω其中 是 的上半部分

1

0

2 ( , , )

f z

f x y z dv f z
Ω


= 

∫∫∫

关于 是奇函数

关于 是偶函数

Ω若积分区域 关于坐标面对称，则：

( )
1

( , ,( , )+, ( )) = f x y zf x y z d dvfv
Ω Ω
∫∫∫ ∫∫∫ 对称点

1Ω Ω是 的靠近第一卦限的部分
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4 Ω、若空间区域 ： ( ) ( ), , , ,b c ca b aΩ Ω∈ ⇒ ∈

,( ) = ( , ), ,f z dx y y xv f z dv
Ω Ω
∫∫∫ ∫∫∫则：

Ω若区域 中点的坐标具有轮换对称性，即：

( , , ) ( , , ),( , , )a b c b c a c a bΩ Ω∈ ⇒ ∈

( , , )f x y z dv
Ω
∫∫∫则： = ( , , ) ( , , )f y z x dv f z x y dv

Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫

2 2 2( , , )= : 1f x y z xy z x y z+ Ω + ≤ ≤如：

( )2 z dvyx
Ω

+∫∫∫则 ( )2 z dvxy
Ω

= +∫∫∫

注意：利用对称性时关键是看区域的特征
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Ω空间区域 如解 图所示：

, :
Ω由于空间区域 对三个变量

是对称的 因此有

x

y

z C (0,0,1)

o

A (1,0,0)

)0,1,0(B

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ==
ΩΩΩ

zdvydvxdv

∫∫∫ ++∴
Ω

dvzyx )( ∫∫∫=
Ω

xdv3

(3)3 ( ) ,

1

x y z dv

x y z
Ω

Ω+ +

+ + =

∫∫∫ 其中 是由曲面

和三个坐标面

例

所围成的区域。

24
13 ⋅=

8
1

=

=
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三、切片法

又叫“先重后单法”

设区域Ω夹在平面
z = c1，z = c2(c1< c2)之间

},),(),,{( 21 czcDyxzyx z ≤≤∈=Ω

Ω

1c

2c
z

y
x

o
用竖坐标为z (c1≤ z ≤ c2)

的平面截Ω所得截面为Dz
或D(z)，即

zD

2

1
( , , ) ( , , )      (3)

z

c

c
D

f x y z dv dz f x y z dxdy
Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫
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Ω
z

y
x

o

zD

∫∫∫∫∫∫ =
zD

c

c
dxdyzyxfdzdvzyxf ),,(),,( 2

1
Ω

类似地 ∫∫∫∫∫∫ =
Ω xD

a

a
dydzzyxfdxdvzyxf ),,(),,( 2

1

∫∫∫∫∫∫ =
Ω yD

b

b
dzdxzyxfdydvzyxf ),,(),,( 2

1

特别当 f (x, y, z) 只是 z 的函数：

② f (x,y,z) 在Dz 上对x、y的二重积分简单

①Dz简单（圆、椭圆、长方形等）

上式的适用范围：

2

1
( , , ) ( )

z

c

c
D

dxddv df y z yx z zϕ
Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫
2

1
( )

z

c

c Dz dzϕ σ= ∫
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解

,),(,: zDyxczc ∈≤≤−Ω 。2

2

2

2

2

2

1:
c
z

b
y

a
xDz −≤+

2

2 22

2 2 2

,

1

4 z dv

y zx
a b c

Ω

Ω

+ + =

∫∫∫计算三重积分 其中 是由椭球面

所围成的空间

例

闭区域。

D0

Dz

z

x

y
z

a

bo

c

zD

2

2

1
c
za −

y

xo

2

2

1
c
zb −
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∫∫∫
Ω

dxdydzz2

3

15
4 abcπ=

D0

Dz

z

x

y
z

a

bo

c

zD

2

2

1
c
za −

y

xo

2

2

1
c
zb −

①Dz是椭圆域，较简单

② f (x,y,z)=z2只是 z 的函数

用 “切片法”较方便

1: 2

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
xΩ

。2

2

2

2

2

2

1:
c
z

b
y

a
xDz −≤+

2 ( )
c z

c
z dD zσ

−
= ∫

2

z

c

c
D

z d yz dxd
−

= ∫ ∫∫

2

2
2(1 )

c

c

zab z dz
c

π
−

−= ∫



29

∫∫∫
Ω

dxdydzy2

∫∫∫
Ω

dxdydzx2 ∫∫∫−=
xD

a

a
dydzdxx2

2
2

2(1 )
a

a

xx bc dx
a

π
−

= −∫ ;
15
4 3bcaπ=

∫∫∫−=
yD

b

b
dzdxdyy2

2
2

2(1 )
b

b

yy ac dy
b

π
−

= −∫ 。cab3

15
4 π=

∫∫∫ ++
Ω

dxdydzzyx )( 222

)(
15
4 222 cbaabc ++= π

D0 Dy

z

xo
yD

z

x

y

a

bo

c

y

2

2

2

2

2

2

1:
b
y

c
z

a
xDy −≤+

1: 2

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
xΩ

∫∫∫
Ω

dxdydzz2 3

15
4 abcπ= 类似可得：
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解法一

∫∫∫
Ω

zdv ∫∫ ∫ +
=

xyD
yx

dzdz σ)(
1

22

∫∫ +
=

xyD
yx

dz σ1
2

222

∫∫ +−=
xyD

dyx σ)](1[
2
1 22

4
π

=

1

y

xo

2 2 1xyD x y+ ≤：

xyD

x
y

z

o

1
•

•

用“先单后重法”

1: 22 ≤≤+ zyxΩ

2 2: 1

zdv

x y z
Ω

Ω + ≤ ≤

∫∫∫计算三重积分练习一

。

2 1 2

0 0

1 (1 )
2

rd r dr
π
θ= −∫ ∫
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用先重后单法。解法二

222 zy:xDz ≤+

zo

zD

x
y

z

o

1

zDz•

, ,z

xoy
DΩ

用平行于 面的平面去截

空间区域 得平面闭区域

∫∫∫
Ω

zdv
1

0
zD

dz z dxdy= ∫ ∫∫

∫∫∫=
zD

dzdz σ
1

0

∫=
1

0

3dzzπ 1
0

4

4
zπ= 。

4
π

=

21

0
( )zz dzπ= ∫

2 2: 1

zdv

x y z
Ω

Ω + ≤ ≤

∫∫∫计算三重积分练习一

。
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投影法：∫∫∫
Ω

zdv

x
y

z

o

1
•

•
2 2: 1zdv x y z

Ω

Ω + ≤ ≤∫∫∫计算 。

z
xOy

虽然被积函数关于 是奇函数，

但积分区域不关于坐标面

对称，不能用对称性

∫∫∫
Ω

zdv

x
y

z

o

1

zDz•
切片法：

2 2

1
( )

xy
x

D
y

zdz dσ
+

= ∫∫ ∫

1

0
zD

dz zdσ= ∫ ∫∫
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4

2 2 2

( sin )

: 2

I y x z dv

x y z Rz
Ω

Ω

= +

+ + ≤

∫∫∫练 计算习二

。

解

0sin4 =∴∫∫∫
Ω

xdvy

∫∫∫ +=
Ω

dvzxyI )sin( 4

∫∫∫=
Ω

zdv

y4sinx关于x是奇函数
x

y

z

o

2 2 2 2: ( )x y z R RΩ + + − ≤

Ω关于yoz平面对称，
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用先重后单法。解法一

o

zD

222 2: zRzyxDz −≤+

: 0 2z RΩ ≤ ≤

zDz•

x
y

z

o

∫∫∫
Ω

zdv

∫ −=
R

dzzRz
2

0
32 )2(π

∫∫∫=
zD

R
dxdyzdz

2

0

2

0
( )

R
z z dzσ= ∫

4

3
4 Rπ=

4

2 2 2

( sin )

: 2

I y x z dv

x y z Rz
Ω

Ω

= +

+ + ≤

∫∫∫计算

。
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解法二 用“先单后重法”

xyD

222: RyxDxy ≤+

o x

y

•

•

x
y

z

o
∫∫∫
Ω

zdv

∫∫ −−=
xyD

dyxRR σ2224
2
1

∫∫ ∫
−−+

−−−
=

xyD

yxRR

yxRR
dzdz σ)(

222

222

∫∫ −−+

−−−
=

xyD

yxRR

yxRR
dz σ

222

2222

2

3
4 4Rπ

=∫∫ −=
R

drrRRrd
0

222

0
4

2
1 π

θ

2 2 2 2: ( )x y z R RΩ + + − ≤
2 2 2 2 2 2R R x y z R R x y− − − ≤ ≤ + − −
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8.3.3     柱面坐标系下的三重积分的计算法

设M(x,y,z)为空间内一点

一、柱面坐标

并设点M(x,y,z)在xoy面上的
投影P的极坐标为(r,θ, 0)。

这样的三个数r,θ,z 就叫
做点M的柱面坐标。

x

y

z

o r
θ

z

x

y

M(x,y,z)•
),,( zrM θ

( , ,0)P r θ•

把点先投影后用极坐标表示
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0 ≤ r <+∞ ，

0 ≤ θ ≤ 2π或 (-π ≤ θ ≤ π)
－∞< z < +∞

x

y

z

o r
θ

z

x

y

M(x,y,z)•
),,( zrM θ

( , ,0)P r θ•②三组坐标面分别为

r ＝常数，即以z 轴为主轴的圆柱面；

θ＝常数，即过z 轴的半平面；

z＝常数，即与xoy面平行的平面；

①规定r、θ、z的变化范围为：
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=
=
=

zz
ry
rx

θ
θ

sin
cos

③点M的直角坐标与柱面
坐标的关系为：

x

y

z

o r
θ

z

x
y

M(x,y,z)•
),,( zrM θ

( , ,0)P r θ•

④柱面坐标系中的体积
元素

θddrdzrdv =
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( , , ) = ( cos , sin , )f x y z dv f r r z dzdrdJ
Ω Ω

θ θ θ∫∫∫ ∫∫∫

cos sinx r y r z zθ θ= = =坐标变换： ， ，

( , , )
( , , )
x y z
r z

J
θ

∂
=
∂

= ( cos , sin , )f r r z dzdrdr
Ω

θ θ θ∫∫∫
x x x
r z
y y y
r z
z z z
r z

θ

θ

θ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

r
r

θ θ
θ θ

−
=

二、柱面坐标中三重积分的形式
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2

2

1 1 2 2

0 1 0

x a

x
dx dy z x y dz

−

− −
+∫ ∫ ∫

2 2z x y dv
Ω

= +∫∫∫
1

2
0 0

2

a
d zdr rr dz

π

π θ
−

= ⋅∫ ∫ ∫

Ω

xyD

x

y

o 1

y
x

z

o 1

a

 1 ,将累次积分化为柱面坐标例 的累次积分 并求值。

2

6
aπ

=

:



Ω 



0 z a≤ ≤

2 2
π π

θ− ≤ ≤

0 1r≤ ≤
一般化为先z，

再r ，最后θ

的 三次积分



41

2 2z x y dv
Ω

+∫∫∫

1
2

0 0
2

a
d dr zr rdz

π

π θ
−

⋅∫ ∫ ∫对比：

Ω

xyD

x

y

o 1

y
x

z

o 1

a

 1 ,将累次积分化为柱面坐标例 的累次积分 并求值。

先用 后用投影法 极坐标表示

1
2

0 0
2

a
d rdr rz dz

π

π θ
−

= ∫ ∫ ∫

2

0

2

xy

a

D

x zy zd dxdy =   
+∫∫ ∫

投影法

2 2

0
xy

a

D

z zx d d yy xd =   
+∫∫ ∫
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2
a

y

xo

•

y

z

x
o

2
a

xyD

2
2 2:

2xy
aD x y+ ≤

2 2

2 2 2

,

,

z x y

z a x y

 = +


= − −

2 2

2 2 2

2 ,zdv

z x y

z a x y

Ω

Ω

= +

= − −

∫∫∫计算 其中

由

例

和 所围。

先求圆锥面与球面的交线：

2 2 2z a z⇒ = −

2
2 22 ,

2 2
az a x y⇒ = + =
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解法一 投影法

∫∫∫
Ω

zdv

4

8
aπ

= 2
a

y

xo

y

z

x
o

2
a

2 2 2 2 2x y z a x yΩ + ≤ ≤ − −：

2
2 2:

2xy
aD x y+ ≤

2 2 2

2 2

2
2

0 0

a x y

x y

a

d rdr dz z
π
θ

− −

+
= ∫ ∫ ∫

2 2 2

2 2

xy

a x y

x
D

y
dxdy zdz

− −

+
= ∫∫ ∫

2 22
2

0 0

a r

r

a

zd rdr dz
π
θ

−
= ∫ ∫ ∫
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柱解法二： 面坐标：

2
a

y

xo∫∫ −⋅= 2
0

222

0
)2(

2
1a

drrard
π
θ

∫∫∫
Ω

zdv

4

8
aπ

=

•

y

z

x
o

2
a

xyD

2
2 2:

2xy
aD x y+ ≤

2 2

2 2 2

x y z

a x y

+ ≤ ≤

− −
2 2a r= −

r =

2 2

xy

r

r
D

a
zd rd rdzθ

−
= ∫∫ ∫

2 22
2

0 0

a a r

r
zd dr rdz

π
θ

−
= ∫ ∫ ∫

2 22
2

0 0

a a r

r
zd rdr dz

π
θ

−

∫ ∫ ∫比较：
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zdv
Ω
∫∫∫解法三

1 2

2
2

20 2z z

a

D D

a

a
zdz zdzd dσ σ= + ∫∫∫∫ ∫∫

2
2

20 2

2 2 2( )
a a

a
z dz zz a dzzπ π= ⋅ + ⋅ −∫ ∫

•

y

z

x
o

2
a

1 2

zdv zdv zdv
Ω Ω Ω

= +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

1Ω

2Ω
2 2

2 2 2

z x y

z a x y

Ω = +

= − −

由 和

所围。
1zD

2zD

11 zDΩ中的截面 ：

22

2 2 2 2

zD

x y a z

Ω

+ ≤ −

中的截面 ：

2 2 2x y z+ ≤

2
2

z a=分界面：4

8
aπ

=
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Ω Ω为旋转体或 的边界面中含圆柱面、

球面、圆锥面时

2 2, ( )

( )

f x y
yf
x

+投影区域为圆时 被积函数形如 、

等时。

何时选用柱面坐标计算三重积分？

一般也可用 ，有切片法 切时用 片法更简单

相当于先用投影法，再对投影区域用极坐标表示
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21: 222 ≤≤≤+ zzyx ，Ω

y

xo 1 2

y

z

x
o

4: 22 ≤+ yxDxy

1xyD

2xyD

2Ω

1Ω

1xyD2xyD

2 2

2 2 2

,

: 1

3

2

x y dv

x y z z
Ω

Ω

+

+ ≤ ≤ ≤

∫∫∫计算

其中 ，

例

2 2
1 : 2x y zΩ + ≤ ≤

2 21 4x y≤ + ≤投影：

2 : 1 2zΩ ≤ ≤ 2 2 1x y+ ≤投影：

2 2x y dv
Ω

+∫∫∫解  

∫∫∫∫∫∫ +++=
21

2222

ΩΩ

dvyxdvyx
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2 2x y dv
Ω

+∫∫∫解  

21: 222 ≤≤≤+ zzyx ，Ω

y

xo 1 2

y

z

x
o

4: 22 ≤+ yxDxy

1xyD

2xyD

1

2

xy
r

D

drd rdr zθ= ⋅∫∫ ∫
2 2 2

0 1 r
d rdr dzr

π
θ= ⋅∫ ∫ ∫

]
3
1)2([2

2

1

32∫ +−= drrrπ
2

5π
=

2 1 2

0 0 1
d rdr dzr

π
θ+ ⋅∫ ∫ ∫

∫∫∫∫∫∫ +++=
21

2222

ΩΩ

dvyxdvyx
2Ω

1Ω

1xyD2xyD

2

2

1
xyD

drd rdr zθ+ ⋅∫∫ ∫
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21: 222 ≤≤≤+ zzyx ，Ω
y

xo z

y

z

x
o

zD

zD

222: zyxDz ≤+

z•

∫∫∫ ⋅=
z

rdrrddz
0

2

0

2

1

π
θ

∫∫∫ +
Ω

dvyx 22

2
5π

=

∫⋅=
2

1

3

3
2 dzzπ

解法二 用截面法

zDyxz ∈≤≤ ),(,21:Ω

2 2 2

1
zD

dz x y dxdy= +∫ ∫∫

2
1

4

43
2 z

⋅=
π
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